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III - SEGUENDO GROTHENDIECK
Introduzione
Questa parte finale tratteggia a grandi linee l'evoluzione della teoria
degl i operatori dali 'epoca di Grothendieck ai giorni nostri. Dato l'enor-
rre sviluppo subito dalla teoria a seguito del lavoro di Grothendieck, l'e
sposizione è necessariamente concisa e, soprattutto, incompleta. Sono evl
denziati comunque l'uso della nozione di ideale di operatori e il suo im-
piego sistematico, dovuto a Pietsch, nella costruzione della teoria moder
na così come si presenta oggi. Così, dopo aver passato in rassegna gli
ideali più rappresentativi ed alcune procedure per la costruzione di nuo-
vi ideali a partire da ideali dati, si perviene all 'esame delle relazioni
e dei teoremi di moltipl icazione tra i vari ideaI i, per terminare infine
con alcuni problemi aperti generali che sono fondamentali per la teoria.
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, - Opera tori p-~ppross i ma.b i 1i (O < p <"')
Siano E e F spazi di Banach e sia T eY(E,F). Per ogni n e]N si defi-
ni sce numvw dJ.. appJto-B-<-maz-<-one di. otr.d.i.ne n dJ.. T i 1 numero
an(T) = inf{ !IT-S li : S eS"(E,F) e dim S(E) < n} .
E' facile verificare che i numeri di approssimazione
delle seguenti proprietà:
(Al) IIT Il = a , (T) >... ~ an(T) > an+1(T) ~ ... > O.
(A2) an(Hl = lÀ! an(T) pe!( ogn; J.>co.1aM À.
a (T) godono
n
(A3 ) a 1(S+T) < a (S) + a (T) petr. S, T e.'{-'(E,F).
nl+n- - m n
(M)
(A5 )
iam(s) - am(Tl! ~ IIS-T Il
a ,(ST) < a (S) a (T)In+n- - m n
petr. S,T e2"(E,F).
p~t T eY(E,F) e S e2"(F ,G).
(A6) a (T) =
n
dim T(E) < n.
Chiaramente, un operatOl-e T e.5t'(E,F) appartiene a .9'"(E,F) se e solo se
(a (T)) e c . In tal caso si ha, per la (Al)
n o
!IT !I = II(a(T))11 .
n .e'"
Tutto ciò può essere generalizzato nel modo seguente. Sia O < p ~ "'. Un
operatore T eSt'(E,F) sarà detto p-apptr.o~J.>-<-~([bJ.te se la successione (a (T))
n
appartiene a t P per p < 00 e a c per p = 00. Indicheremo poi con si .ea
o p
p.·o.pprcOM.{.nub-U'A. e porremo
(1) pe r T e ,'i .p
Tal i classi furono introdotte da Pietsch (cf. [47J) nel 1963.
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Per quanto detto sopra, risulta (<J1 ,a ) = C~IIII). Tale classe è chia-
~ 00
ma ta c1.a.-oòe. de.gu opeJtiLtotU.. etppJtOMùub-LU e denota ta con '§ i n onore di
Grothendieck. Essa verrà considerata più in dettaglio nel §5 e perciò
per il resto di questo paragrafo supporremo O < p < 00 •
Per le classi si vale il seguentep
TEOREMA 1 - (a) W. a) è un ~de.a.f.e. qUCtò-<'-noJtmeLto comp.tùo -<.n CM .'Fèp, p
de.n!>O.
(b) Se. p < q, Ct.t.toJta SI! c ~ e. a < a llU si.p q q- p p
(c) Ogn-<' T e.1{ (E,F) etmme.tie. una JtappJte.òe.ntetz-<'one de..t .t-<'pop
00
Tx = l: t;n <x,x'>y
• x e E,pe.Jt ogn.<.
n=1 n n
11t; )11 < 2. 61/ p et (T).
'n p - p
.t
(e) si (H,H) = ..'l (H,H)
P P
La (a) non è troppo difficile da dirrostrare, la (b) è ovvia, mentre la (c)
richiede una certa accortezza ed implica immediatamente la (d). Finalmente,
l a (e) segue da l fa tto che, -<.n uno llpaz-<'o d-<. H-<.e.beA.t, ~ Itume.JtA.. d-<. etppJtOM-<-rrU-
uone. co-<.ncA..dono Qon -<. nutneJ'..A.. QC'Jta..t:te.Jt-<.òtic-<' che appaiono nel Teorema 11 del
§ I. 8. Ciò mostra che gli ideali sf sono una naturale generalizzazione agl ip
spazi di Banach degli i dea l i if di von Neumann considerati al §I. 8. t~a l 'anap
l ogi a S1 spinge oltre, poiché abbiamo:
TEOREMA 2 - (a) Ln .t;r,ncc-<-et è ccnW1UCt -6ll .'F(E,f) peA .l'et qWH-<'-JlC'Jtlra al
e qu-<.nd-<. amme.t.te W1a unA..ca e.,~.teM-<'Of1e a r-c~ (E,E) ,0.1] , etvendo!.>.(
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(2) tr(T) ~ 12 0. 1(T)
(b) Se. T e..:tl, (E ,E) a-UOILa.
pe/t agn-i. T e ""1 (E, E)·
(3) < 00
e.
(4) tr (T) = '"1:
n=l
À (T) .
n
La (a) segue imnediatamente dalla (c) del Teorema 1, ma non impl ica as-
solutamente niente sulla somma degl i autovalori. Infatti, la (b) è recente,
la (3) essendo dovuta a Johnson, Kèinig, Maurey e Retherford [29J e la (4)
a Kèinig [31J.
Per le dimostrazioni del Teorema 1 e del Teorema 2 (a) rimandiamo a [28J
(§19.8) (ma cf. anche ~-49J ' Chapter 8).
Osserviamo infine che vari al tri tipi di "numeri" (cioé di successioni nu-
meriche) possono essere associati ad un operatore T e~(E,F) e che è addirit
tura possibile formulare in generale una teoria assiomatica (cf. [50J. 11).
2 - Operatori assolutamente p-sommanti (1 S- p <"').
Riprendiamo ora gli operatori semi-integrali del §II.6 e notiamo che.
come conseguenza del Teorema 11 di tale paragrafo si ha che, se T è un'ap-
8anach F, allora per ogni
plicazione semi-integrale destra di uno spazio di 8anach E in uno spazio di
1
tale che «x ,x'» e l per
n
tale proprietà una caratteriz-
successione (x ) c E
1 n
ogni x' e E', risulta (11T x Il) e l. Essendo
n
zazione, possiamo allora generalizzare tali applicazioni nel modo seguente.
Innanzi tutto, poniamo per 1 < p < "',
- -
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ed i no ltre
c (E) = {(x) c E : (11x il) e c } •
o n n o
E' irrrnediato verificare che è uno spazio di Banach per la norma
11 [(x )Jp n
e c he c (E) è un
o
= 11 ( Il xn Il) Il p
t
00
sottospazio chiuso di t (E).
se
Poniamo poi
t P[EJ {(x) c E • s C(x )J sup Il «x ,x' » Il < oo}- • -
n p' n 'n I p
xeB E' t
e
c[El={(x)cE :«x ,x'» e c per ognl x' e E'}.
o - n n o
Di nuovo, tP[E] è uno spaZlO di Banach per la norma s nx II e c [El èp - n- o -
00
un sottospazio chiuso di t [EJ. Inoltre, risulta evidentemente,
s L-(x )J < II [( x 11 .p n - p n-
Siamo ora in grado di dare la seguente definizione. Un operatore T: E+ F è
detto a.Moru.tamen.te p-Mmmm.te se (T x ) e tP(F) ·per ogni (x ) e .eP [E].G1i ope
n n -
ratori assolutamente l-sommanti (cioé le applicazioni semi-integrali destr4' del
§II.6) sono semplicemente chiamati opeAato~~ ct46o~tamen.te 6om~.
Osserviamo che per p = 00 si ottengono semplicemente tutti gli operatori in
2'(E,F), mentre gl i operatori che trasformano elementi di c [El in elementi di
o "
c (F) sono esattamente gli operatori completamente continui del §I.5. Cià giusti-
o
fica la restrizione 1 ~ P < 00 che manterremo nel presente paragrafo.
è automatica-
-n(2 x)
n
a ì l ora
Osserviamo inoltre che un operatore assolutamente p-sommante T
00
lTente continuo. Infatti, se non lo fosse, esisterebbe (x ) 6 t (E) tale che
n
(2- nTx
n
1 ~ tP(F), da cui una contraddi-
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•Zlone.
Indicando con
manti da E a F,
f!ì> (E, F) e' -Ùt!.>-<-eme. degu OpeAa..totU M!.> ofU-tamentep
abbiamo dunque .9' (E,F) c 2'(t,F) e risultandop
p-Mm-
( 5) per Tef!ì>(E,F),
p
pOSSlamo denotare con TI (T) l'estremo inferiore delle costanti c per lep
quali la disuguaglianza precedente è verificata. Si riconosce allora che
TI è una norma e che vale ilp
(i) T e f!ì> (E,F).
P
(i i) E!.>ù,.te c > O to.fe che peA ogr~i. .i.Y!!.>.zeme j-Ùtdo (x 1" ••• ,x k ) !.>.~ ha
(6 )
I n tat ca.!.> o, TI (T'P I
(i i i) E!,>Ù,tOflO Wla m-UM.a d-<- p!tC'bab~Li.tà \l .6U BE' e W1a. CC'6ta.nte c > O ta-
Li. da avl!Jr>6-<-
(7) IITxi!<c
1 .(f l<x,x'>IP d\l(x')) /P
BE'
peA C'gn-<- x e E.
I n t.a.f ca.!.> o, TI (T)
P
cO.{Ylc.z.de eorl fa. p.zil p-<-eecfa. deffe c.o!.>ta.nti C
(iv) E!.>-Uono uno !.>paz-<-o compatto K, ltrta nJù,UJta di. Radon po!.>.{;tJ..va \l !.>Il K e
ope.tlLtC'Jt.{ 5 e.'f'(E,C(K)), R e.Y'(LP(K,\l),Loo ) ta.eJ.. da. aV"-':6.{.
(8)
ave J è f' ùue.z-<-one carwI'I-<-cll C(K) -> Lp(K, \l)
P
d~ cu-z ae §II.6. In .tele ea60 p0J.>.6J.JW10 !.>eegfJ..e'le.
00
c J F è f'appucaz-<-one F -> L
\l come una mÙ>UJta d-<- p1wbab-<--
f.aà, 5 come urta. ù,ome..t.ua e R me c.he II R Il = TI (T).P
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E' abbastanza facile riconoscere l'equivalenza della (M) e (i i) tramite
l'equivalenza della (5) e (6). La (7) è ben nota come cW,u.gu.a.gwnza cU
P;'e:t1>ch mehtre l'equivalenza della (i) e della (i v) è conosciuta come ho··
~ema. detta F~o~zzaz;'one cU P;'e:t1>ch in onore di quest'ultimo,che intra-
prese lo studio sistematico degl i operatori assolutamente p-sommanti nel 1967(cf. [48}),
OM~vaz;'one 1 - Segue dal Teorema 3, usando la (8), che se T e ·9'2(E,F),
allora esistono un compatto K, una misura di Radon positiva ~ su K e opera-
2tori S e2"(E,C(K)), R e2"(L (K,Il),F) soddisfacenti le condizioni della (iv)
ta l i che
O..I-6e/tvaz;'one 2 - L'equivalenza della (i) e della (iv) del Teor'ema 3 mostra
che J è un prototipo di applicazione assolutamente p-sommante.p
Possiamo ora enunciare il seguente
TEOREMA 4 - (a) (~,TI )) è u.n ;'deate no~ma.to compteto e qu..{.nd/ cont.{.enep p
<\' a\lendo-6 -i. TIP < \1 1 •
(b) Se p < q, atto4a 9' c.3' e.p q TI < 1iq - P
.?/'
p •
(c) fjJ cF nir
p
(d) fjJ p(H,H) = 512(H,H) p~ ogn.{. -6paz;'o cU f{i..tb~ H.
La verifica della (a) è abbastanza standard, la seconda parte essendo con-
seguenza del Teorema 4 del §II.2. La (b) segue dalla (6), mentre la (c) è con-
seguenza della (3) e della (d) del Teorema 3. La (d) invece è difficile ed è
un risultato profondo che sfrutta la cosiddetta "disuguaglianza di Khintchine":
per i dettagl i ri mandi amo a [28] (§ 2O. 5) o 2.E.9).
OM~vaz;'OYle 3 - In generale, gli ideali d' e % sono incomparabili, nelp
senso che .1((. q; e 9> (.)1'. La prima risulta dal fatto che se TeY'(H,H)p p q
con q > 2
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ma T ~ 52(H,H), allora T appartiene aX{H,H) ma non a&' (H,H),
P
per la (d). La seconda risulta dal fatto che, per esempio, l'iniezione ca
nonica J : C(K) -> LP(K,\J) appartiene a .9' per l'Osservazione 2, map p
certamente non appartiene a ,)1' Ne concludiamo che .9" non è denso in
(9',n).p p
Per le dimostrazioni, vedasi [281 (§§ 19.4, 19.5 e 19.6) o [27] (§2.5 e
2.6) .
3 - Operatori p-nucleari, quasi-p-nucleari e p-integrali (1 ~ P ~ 00).
Come nel paragrafo precedente abbiamo general izzato il concetto di opera-
tore assolutamente sommante a quello di operatore assolutamente p-sommante,
possiamo nello stesso modo generalizzare la nozione di operatore nucleare.
Precisamente, per cominciare sia O < p < 00. Un operatore T : E + F sarà det
to p-I'H.l.UeaJte se esistono successioni (x~) e tP(E') e (Y
n
) e(tp) I [FJ ta-
li che
(9 ) Tx ~ 001:n~1 <x,X'>Yn n per ogn i xeE .
00
t (E')Per estendere tale definizione al caso p~oo useremo c (E') in luogo di
o
e quindi T sarà detto oo-rw.c..te.aJte se ammette una rappresentazione del tipo
(9) con (x') e c (E') e (y) e t'[FJ.
n o n
Denoteremo con ,.IV fu C.etv~H de.gu opeJtlUOlU p-l'1.uc.teM..<:. (O < p < 00).p
Tali oper&tori, come pure gli operatori p-integrali che verranno discussi più
tardi, furono introdotti da Persson e Pietsch nel 1969 (cf. [46]).
Notiamo subito che la (9) può sempre essere posta nella forma
( 10) 00Tx = 1: r <x,x'>y
n= 1 "n n n (x e E)
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con (E,) e .tP, (x') c BE' e (y ) e (.tP)'[F]. Ma, essendo (.tp) , = l" per
n n n
o < p < 1, vediamo subito per la (10) che gli operatori p-nucleari con O < p < 1
non sono altro che gli operatori di potenza p-sommabile già trattati al §II.7.
Pertanto, per il resto di questo paragrafo possiamo limitarci al caso 1 < p ~ 00.
Ponendo, con le notazioni del paragrafo precedente,
- 1
V (T) = inf bI [(x' l]· E L(Yn)J}p p n p'
1 1(- + - = 1)p p'
per ogn i
zi on i de 1
T e.AI (E,F), ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresenta-p
tipo (9), otteniamo una norma su .AI. Sussiste allora il seguentep
teorema, analogo al Teorema 12 del §II.7.
TEOREMA 5 - (a) Se 1 ~ p < 00,
vatgono .te p~op~età
p~ p
(.AI" ,v ) è ltn .i.deate no~ma:to comp.teto p~ -Le.p p
(a)-(c) de.t Teo~ema 12 de.t §II.7 (con c at pOòto
o
(b) Se 1 < p < 00, ~'p(H,H) = SZ(H,H) p~ og~ òpaz~o ~ H-Le.b~ H.
Come per gli operatori nucleari (cf. l'Osservazione 2 del §II.2), se Te.Al"(E,F)p
e G è un sottospazio chiuso di F contenente T(E), non accade in genere che
si può ovviare considerando, in luogo di A',
P
segue. Richiaman-
T e.AI (E,G). A questa difficoltàp
fu daMe fil degLi. op~o~ qlUU>~-p-nu.e..teM-i. defin i ti comep
do quanto detto all 'inizio del §II.6, diremo che un operatore T e2'(E,F) è
qu.aò~-p-n{lc.teMe (1 ~ P ~oo) se l'operatore JFT è p-nucleare. In altre parole,
00
T e !!p(E,F) se e solo se JFT e .4p"(E,L ).
zione di usare c al posto di .tP per p
o
Abbiamo allora, con la solita conven-
- 00
- ,
TEOREMA 6 - (a) T eQ (E,F) òe. e M.tO òe eò~<ltep
( 11) i!Tx Il < Il (<x, x'» Il
n .t P
reA ogn~ X e. E.
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q -6U
P
q (T) = inf 11 ,(X')],
p P' n
./'.' ez,.tAemo .ù16vUOJte eMVldo pite-60 -6U .tu.t.te .e.e -6uc.c.eM-<:'OfU
qua.U fu 111) wu./'.ti ve.it-<:.6-<:'c.a.ta..
(b) Up ' qp) è Urt -<:'dea1e rtoitma.to c.omp./'.e.to c.ort.tenen-te .iV e q < v -6U JII .P P - P P
(c) Se p < r, a../'../'.oita j) c :3 e. qr ~ qp -6U :2.p r p
(d) [:2 2,q2 ] - [ ;i/ V l. 2' 2 .'
(e) r:2 ,q l [ Il 'Il-
.X, 1'1,.1'• = 00
(f) Se 1 < p < 00 a../'../'.ML! .1 c if' e TI = q -6[( !2 •p p p p p
(g) Se E' o F ha ./'.a pitopit-<:.e.tà d-<:. appkC-6-6-<:'maz-<:'one attoita s"(E,F) è den-6o /fi
ld (E,F),q J e pek.tartxo que-6.t'u./'.tirro -<'dea1e è fu c.h..ÙJJ.>Ma d-<:. ,Y(E,F)-<:'rtP P
[.9'(E,F),TI J.
P P
(h) Se 1 < p < 00, !2 (H,H) = Je2(H,H) peit ogn-<. -6paz-<.o d-<:' H-<..ebeit-t H.- P
Le dimostrazioni delle proprietà (a),(b),(c) e (f) sono piuttosto standard, lo:
n~ntre la (d) segue dal fatto che ogni sottospazio chiuso di ./'.2 ha un comple-
mentare topologico e la (e) da una ben nota caratterizzazione degl i operatori
compatti .La (g) e la (h) per p = 1 richiedono invece Pili attenzione mentre la
(h) per 1 < p < 00 segue immediatamente dalla (b), (f) e dai Teoremi 4(d) e 5(b).
Continuando nello stesso ordine di idee, generalizziamo infine la nozione di
operatore integrale usando la caratterizzazione fornita dal Teorema 6 del §II.3.
Precisamente, per 1 ~ p < 00 diremo che un operatore T e.'f'(E,F) è p-.[n-tegita1e
se esistono un compatto K, una misura di
=5 e 51' (E,L (K,\J)) [o 5 e .'1/ (E,C(K))}
Radon \J su K e operatori
e R e.'E(LP(K,)J),F") tali da averSl
( 12)
- 60 -
jFT = R J S,
00, p
o~e jF è 1 'isometria canonica di F in F"
Loo(K,~) in LP(K,~), quest'ultima essendo
p-integrale. Ponendo
e J
00, p
quindi
è l'immersione canonica di
un prototipo di operatore
\p(T) = inf IIR Il il SII'
ove l'estremo superiore è preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (12), si
ottiene una norma \ sull '~n~~eme .1 (E,F) ~ ~~ g~ Op0tato~ p-~egkatip p
da E ad F, avendosi inoltre
TEOREMA 7 - (a) Cl , l ) ii tm ~dea.te rwJtmato comp.te.-to conterlen-te < Vp .p p
(b) Se p < q,
c i!I p0t 1 ~ p < 00, p ~ 2.
r p
'~(H,H) p0t ogn~ ~paz~o ~ Hdb~ H.
aUoJta .:J c ..!-p q
(c) (~'\2) = (.9'2,112), ma Y'p
(d) Se 1 < p ~ 00, Y'p(H,H) =
\ < \ ~u.q - p .1 .p
(e) T e ç} (E,F) ~e e M.tO ~ep ,1(E,F).P
Come al solito, la (a) e la (b) sono standard, mentre la prima parte della
(c) segue dalla (12) e dall 'Osservazione 1 del §2. Per la seconda, osserviamo
che l'iniezione canonica .t l + .t2 è assolutamente sommante, ma certo non in-
tegrale; per il caso 1 < p < 00 e p f 2 rimandiamo a [45J o a [50J (22.4.13,
remark). Infine la (d) segue essenzialmente dalla (e) e dal Teorema 4(d), men
tre la (e) mostra che gl i operatori p-integral i e assolutamente p-sommanti stan
no nella stessa relazione degli operatori p-nucleari e quasi-p-nucleari. Cib
motiverà una delle procedure che saranno discusse al §6.
Per le dimostrazioni rimandiamo a r28J(§§ 19.7, 20.5 e 19.6.6).
- 61 -
4 - Qperatori p- fattorizzabili (1 < p <=) e operatori di Hilbert.
Considerando gli operatori introdotti nei paragrafi precedenti, si nota
immediatamente una caratteristica comune e cioé che tutti sono caratterizzati
per mezzo di opportune fattorizzazioni del tipo L= + LP o C(K) + LP. Iso
lando questo aspetto, possiamo allora definire P-6~o~~zzab~e (1 ~ P ~ =)
un operatore T e.5l'(E,F) per il quale esistono operatori 5 e2'(E,LP(X,\l)) e
R e.5l'(L P(X,\l),F U) tali che
( 13)
ove jF è, come al solito, l 'isometria canonica di F in FU. Qui (X,Il) è un
opportuno spazio dotato di misura, che possiamo sempre assumere positiva.
Ovviamente, gli operatori =-fattorizabili non sono altro che gli operatori oo-in
tegrali. Denotiamo con .5P (E,F) !'~n~~eme ~. ~~ g~ op~o~ p-6~o~zza-p
b~ da E a F. Ponendo
VTl = inf IIR Il !IS Il ,
ove l'estremo inferiore è preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (13), ot-
teniamo una norma su
•
Per quanto detto sopra, (2",À ) = U ,1 ).
co 00 00 00
Osserviamo inoltre che T e 9"2 se e solo se T ammette una fattorizzazione
del tipo (13) attraverso uno spazio di Hilbert. E' per questo che un tale opera-
tore T è detto op~o~e ~ H~b~ e la classe .51'2 si denota anche con
TEOREMA B - (a) (S!:', À ) è (,(11 ~dea..e.e nMmMo eomp!uo.p p
(b) .1 c .2"p e À < l ~u J .P P - P P
.Yf .
•
•(c) K e Op~MO~
5 e.'f'(E.C(K)),R e.'f'(C(K) ,FU) M~ da aVeM~
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S e .SI'(E,H),R e.!t(H,F) :taL<. c.he
T = RS.
(e) Se 1 < p < 00, !E (H,H) =!E(H,H) pVl ogrU !.lpa.z.w cU H.il.beJl-t: H.p
La (a) è di facile verifica, per la (b) basta confrontare le fattorizzazio-
nl (12) e (13), la (c) segue dall 'identità !E = J e dalla definizione di
00 00
operatori p-integrali, mentre la (d) si stabilisce con una dimostrazione simi-
le a quella del Teorema 11(a) del §I1.6 (cf. anche l'Osservazione 1 del §2).
Infine la (e) proviene dalla fattorizzazione attraverso LP degli spazi a dimen
sione finita .e.~ (cf. [50J, §§ 19.3 e 22.1).
fu i ntrapreso i n [3iJ, [:l3JLo studio sistematico degl i operatori in !Ep
5 - Controesempi alla proprietà di approssimazione e loro conseguenze.
e [40J.
Riprendiamo adesso il problema dell'approssimazione trattato nei §§I1.4 e
11.5. Nel 1973 Enflo [10J pubblicò il suo famoso controesempio alla proprietà
di approssimazione mostrando che esiste un sottospazio chiuso di c senza
o
la proprietà di approssimazione, con questo risolvendo negativamente il pro-
blema (P6) e quindi anche il problema della base (P5) (cf. §1.6) e il relazio
-
nato problema dell 'approssimazione metrica (cioé se tutti gli spazi di Banach
hanno la proprietà dell 'approssimazione metrica, cf. § 11.5).
Successivamente, vari autori hanno migliorato l'esempio di Enflo mostrando
che anche gli spazi .e.P (1 ~ P < 00 , p ~ 2) contengono sottospazi senza la prot·
prietà di apprOSSil1'dZione, mentre Figiel e Johnson [11J, sempre nel 1973, riu
SClvano a dimostrare l'esistenza di spazi di Banach aventi la proprietà del-
l'approssimazione ma non quella dell 'approssimazione metrica. Per i dettagli,
cf. [38](vol. I, § 2 d e p. 42, volo II, pp. 107-111).
In base ai Teoremi 8 e 9 del §I1.4 l'esistenza di uno spazio di Banach E !.le~
za ea pltopJU.età cii a.ppltOM.znlaz.i.one ha 1e seguenti notevoli ss ime conseguenze.
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-
1) L'appucaz-<-one X: E' li) E -+ .'t'(E,E) non è -<-n-<-e.t:U.va e quindi anche il
problema (P7) del §II.l è risolto negativamente.
2) Le noJtme 11 e
può eMette el.>:teM a .A~(E,E). In altre parole, esiste T e '!IJ(E,E) per il quale
la traccia non può essere definita.
2
con T = O e tr(T) = 1. Per un tale
nulla e non può ovviamente coincidere con tr(T). Pertanto anche il
3) E!.>-<-J.>te. un opeJtCLtotte
spettrale è
problema
quindi la traccia
T e ·;\11 (c ,c )
o o
gli autovalori sono evidentemente tutti nulli,T
(P4) del §I.2 è risolto negativamente per il caso degli spazi di Banach.
4) L' opettCLtotte T dJ. ClL[ at pu.nto 3) Pu.ò ul.>eJte I.>ceUo come. una mCLttt-<-ce
A = ((a kn )) cL[ I.>cataJÙ me. che A
2
= O, peJt 09>1-<- k~-<-J.>u..f.:ta akn f O Mio peJt
lln l1umetto O"-n-<-to dJ. vato/Ù dJ. n e
•peJt Og>1A. 2P >- •3
Osserviamo che in tale disuguaglianza non può prendersi p ~ ~ perché al-
lora l'operatore T apparterrebbe ad
l'ebbe con la traccia spettrale, per
JV e quindi la sua traccia coincide-2/3
il Teorema 13(b) del §II.7.
Infine, dal fatto che esi ste uno spazio di Banach F per cui 9(F',E) ~,X'(F ,E)
deduciamo il seguente fondamentale
TEOREMA 9 - ~ç ~ % .
Ricordiamo che <§ è la classe C'V, II II) degl i operatori approssimabili
introdotti al §1. E' naturale che l'incl~sione propria asserita dal Teorema 9,
conseguenza diretta dell 'esempio di Enflo, abbia motivato uno studio intenso
della classe ,I} • Qui ci 1imiteremo a dare le seguenti proprietà.
TEOREMA 10 - (a) ~tJ è Wl aeate 110ttmCLto compte..to e.d è il r-<-ù p-<-Cco.to '{dea-
, f' .,/L e. c >1A.W> o J.Y: ..L •
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(b) .;1 c(/j Il Il '~ , p > O.e < a -<lU p~A ogf1-tp - p
(c) AI" c (/j Il Il fi' , O < p ~ "'.e < \! -<lU peJt ogyt,~P - P P
(d) T e(/j
-<le e M.tO -<le T l e ~ .
(e) T e.%(E,F) '"
-<le e M.tO -<le JFT e é§(E,L ).
(f) T eJf(E,F)
-<le e M.tO -<le TQE e{ç(L1,F).
(g) (§(H,H) =Jf{H,H) peJt ogf1,{, I.lpa.z,{,o cf,{, HdbeJtJ: H.
Le proprietà (a).(b),(c) e (g) sono più o meno evidenti. La
In quanto dovuta alle (certamente non ovvie) uguaglianze a (T)
n
(d) non lo è,
= a (T') per
n
ogn i T e Jf e ogn i n e lN
che se T eJf(E,F) allora
(cf. [50J, § 11.7.4 p. 152).
'" '"JFT e,:f(E,L ) = §(E,L) dal
Per la (e) osserviamo
'"momento che L ha
la proprietà di approssimazione. Viceversa 00se JFT e (/j(E,L ), allora
quindi T = J '[FT e .X E, T(E)] e, a fortiori, T eyt(E,F). Infine, per la
(f) notiamo che TQE e (/j (L~,F) implica TQE e.%(Lt,F) e quindi T e;f(E,F),
Viceversa se T eJf(E,F), allora TQE eJf(Lt,F) e pertanto TQE €(/j(L1 ,F) (cf. [28J,
Teorema 2, p. 404), dal momento che il duale L'" di L1 ha la proprietà di appros-
, 'SlmaZlone.
Concludiamo con la seguente
06-<1eJtvaz,{,one - Siano E e F spazi di Banach tali che né E' né F hanno la pro-
prietà di approssimazione metrica, ma F ha la proprietà di approssimazione
(cf. [11]), Il Teorema 10 del §II.5 ci dice allora che l'applicazione
X : E' ~ F -+ [·t11(E,F), il]' che è iniettiva,non è isometrica e ciò implica che
[,N1(E,F)'\!1] non è un sottospazio normato di ['/1(E,F),1 11 ' in virtù del-
l'Osservazione 1 del §II.5.
Inoltre, in [111 Figiel e Johnson stabiliscono l'esistenza di un operatore
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T ~ .,\~ tale che T' e,~ (cf. l'Osservazione 2 del §II.2).
6 - Procedure.
Questo paragrafo è dedicato alla costruzione di nuovi ideali di operatori
a partire da ideali dati. Non enumereremo tutti i metodi in esistenza, ma so-
lo i più significativi. Una regola
fl. . fl. rr:~f)+..T
che definisce un nuovo ideale ~r per ogni ideale ,Y- è chiamata p,~ocedu-
n.a Menzioniamo due proprietà speciali delle quali godono molte procedure.
Monotonia se J' c6,Y, allora r r,1' c qy •
Idempotenza. (."'r) r _ "dr , d]' - or per ogn l.r •
Motivati dai Teoremi 7 e 8 del §I.5, dalle definizioni del §II.6 e, più
'in generale, dalle definizioni del §3 e dai Teoremi 7(e), 9 e 10, studieremo
l e seguenti procedure: CiUlUuM, dua.f.e, .mJ..e.uA.va e ~uJtget.uva.. Per il resto
di questa Parte III invitiamo il lettore a tener presene per sua comodità
la Tabella degli Ideal i (considerati in questo testo) che abbiamo riportato a
pp. 82-83.
1) Chiusura
Sia f un ideale di operatori. Un operatore T e Y (E,F) tra spazi di Ba-
nach appartiene alla c h..ÙL;UJta. j se T e }:E,F) in .Y'(E,F).
E' chiaro che j è un .i.,decJ:e dJ.. opMatolt-i e che .e.a n.egota.
-
C : ,j.... ..1'
è Wla pn.ocedtth.<1 mù>wtona. e .i.derrpotente. Naturalmente, un' ideale .!f è clUlL<lo se
e solo se .'1 =.1' . La chiusura è la più antica delle procedure ed abbiamo il
- 66 -
seguente
TEOREMA 11 - (a) GRA. -<.dea1.-<' :§ ,j(,'f/,'If/
(b) -si
.p
- -
_c;;_ V
- .:r - v'
P
-
=;V
o
-(c) :2. =Jf.p
-(d) ,;: (À) = .v;, = ~4 =.)f peA <lpau d-<. H.dbeM:.
Per la (a) osserviamo che (4 è chiuso per definizione ed è il più piccolo
ideale chiuso, mentre Jt, .y e'W sono chiusi per il Teorema 7 del §I.5.
(b) e (d) seguono dal fatto che gl i ideal i in questione contengono y; e sono
contenuti in <§ , mentre la (c) segue dal Teorema 6.
2) Duale
se
d : y, ->-
le
Sia ,f un
,f d
ideale di operatori. Un operatore T e2'(E,F) appartiene al dua-'
T' e ,f (F' , E' ). y,d è W1 -<'dea1.e d-<. opeJtata!t-<' e ta. !tegota.
;:d
è una p!taceduJta monotona.
in generale,.~ e (jtd)d
Si noti che tç~e p!toceduJta non è -<'dempoten.te perché,
non <lona campaJtab-<.U.lnfatti, per quanto detto alla
fine dell'Osservazione del §5, vi sono operatori T t.A1 con T' e.A1' Ne segue,
per il Teorema 3(c) del §II.2, che .v, ~ A!~ . Maallora ~ cA/~d per la mo-
notonia e quindi ';\1 ~fi~d . D'altra parte, se X è l'ideale degl i operatori
(ed infatti l' iden-
,f è detto .6-<'mne.tJt.i.
dd
che X ~ X
xdd ). Un ideale
con T(E) separabile, è chiaro
o il appartiene a X ma non a
T e.2'(E,F)
tità di c
o
co se .1= y,d.
TEORE~1A 12 - I <legueYI.t.i. .i.dei1U .6Ono .6ù.ne..Ù''''{'c.f:.c1'p,g;~1,Y/; l'" .0(À),..;f,;\~,
.'I~, '# .
Si noti che, in generale, .f e
seguente esemplO. E' ben noto che in
sono :incomparabi l i come mostra il
ogni successione debolmente convergen-
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te è anche fortemente convergente, ma ciò non è o e quindi anche •vero ]n c ,n
.e1
o
-rd
00
.e o Ne segue che l'identitll di appartiene a ma non a men .,
tre l'i dentitll di c appartiene a ~d ma non a ·r .
o
3) Iniettiva
Sia .f un ideale di
•
vuuppo m-<-ew vo .f '
operatori. Un operatore T eiP(E,F) appartiene all 'm-
o
00 ,
se JFT e J'(E,L ) ..~ è un ae.o.le cU opeJta-toJU, ovvia-
mente contenente .f, e .ea. !tego.ta.
è una p!toced~a monotor~ e -<-dempotente. J' si dice m-<-e~vo se
•,
./ = J •
TEOREMA 13 - (a)
(b)
•
11" _ 9
p p
(1<p<00),
•,
.V =!2 (
. p p 1~p<00).
L'iniettivitll di ciascuno degli idea·li.~,YI,.Jt,.;V ,'//,"11/ è o evidente, o ben
o
nota oppure facile a dimostrarsi. Le due ultime uguaglianze nella (b) seguono
dalle definizioni e quindi implicano l'iniettivitll di ,9J e f!, essendop. p
tale procedura idempotente. Infine, dalla 0' c.'Jf segue '37' cX mentre l'in
clusione opposta deriva dal
, .
s,maz,one.
4) Surgetti va
00
fatto che ogni spazio L ha la proprietà di appro~
Sia f un ideale di operatori. Un operatore T e 2' (E,F) appartiene al-
l '.~nvuuppo -6UAge:tt~vo .9' s se TQE e JI' (L 1, E). .fs è un -<-de.a..te. d"<' ope!ta-to!t-<-,
ovviamente contenente ,9' " e .ea !tegola
5C'''_>II'~.,7- ~
è una p!tocedU!I.a. mOlw-COYla e J..de.mpotCJ1Xe . .1 si dice -6U!I.g~vo se s51 =1' •
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TEOREMA 14 - (a) Gli -i..deaLi.
(b) (1 s = -;f', .sl'
La (a) è ben nota eccetto per ·11 , per il quale segue dal Teorema 13(a)
e dal Teorema 15 più in basso. Chiaramente "§S cJY, mentre l'inclusione op-
posta segue dal fatto che il duale di L1 ha la proprietà di approssimazione.
Infine l'inclusione ,:E c'Y s può essere stabilita notando che, se T e.f.f(E,F),
allora E può essere rappresentato come il quoziente di uno spazio .e. 1VA) (ove
lA è un insieme opportuno di indici) e per quest'ultimo spazio l'identità ap-
partiene a 'f/', come osservato subito dopo il Teorema 12.
Ovviamente le procedure 3) e 4) non hanno senso per gli ideali hilbertiani
y
•p
Concludiamo questo paragrafo notando che iniettività e surgettività sono
proprietà duali, dal momento che vale il seguente
TEOREMA 15 - p~ ogn-i.. -i..deale "7
"d i
,/' C ,
t' '<'nc..fu.6-i..one a de6.tJta po.tendc e6.1~e pJteopJu:.a. Ne .I egu.e c.he .I e.1 è J.n..i..e.t.t.<.vo
(~p • .I u.Jtg e.t.t.<.vo ), aUolta y<d è .lu.Jtge..t:U.vo (~p. -i..n-i..e.t.t.<.vo) e. c.he, p~n
.to, -i..n.<.e.t.t.<.vdà e .lu.Jtge.t.t.<.vdà .IOno equ.-Lvaten.tJ. p~ ogn-i.. -i..dea./'.e <I.unme.tn..-ù:o.
7 - Relazioni tra ideali.
I vari teoremi che abbiamo riportato sugl i ideal i qui trattati mostrano che
esistono molte relazioni di inclusione tra questi ideal i. Per comodità del let
tore illustriamo queste relazioni nella Tabella delle Inclusioni riportata a
p. 84 , ove le frecce indicano inclusione. Ci sembra doveroso, a questo pro-
posito, fare un certo numero di osservazioni, specialmente a proposito delle
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inclusioni più significative o sorprendenti. Con riferimento alla Tabella
delle Inclusioni procederemo dall 'alto verso il basso.
O~~~vaz~o~e 1 - T~e ie ~ci~~o~ ~o~o prcop~~r-, in generale: ciò è eviden
te per la maggior parte di esse, mentre per le restanti daremo esempi in segui-
to.
OM~vaz~one 2 - p~ og~ ~de.al.e f e YlumeJr...t ~eai~ O < s < t < 00 ~~ ha.
2 del §2,
[27] ,9
s
non appartiene a nessun ideale
,~c ~, i'~C~~O~~ e~~e~do p~op~a.. Ciò è di facile verifica eccetto per
9 e .f (1 < s < 00). Ora il caso di ,1' segue da quell o di 9' (Teorema
s 5 - S s
7(e)) e per quest'ultimo si può dimostrare che l'iniezione canonIca
C(K) .. Lt(K,u) (1 < t < 00), che appartiene a ,CfJ per l'Osservazione
t
con 1 < s < t (cf., per esempio,
Exercise 2.E.3 p. 123).
OM~vaùone 3 - Le inclusioni, e il fatto di essere proprie, sono tutte o
evidenti, o conseguenza dei teoremi enunciati e delle osservazioni fatte,
,fcY' e
s s
per O < r < 1 eJÌ'" .. .9'J'
r r
l-r
.2 ...9, ,1' ":7 per 1 ~ s < "". Ora, abbiamo già visto che
s s s s
con eccezione forse delle seguenti:
f) c 9·
s s'
tà I
s
d'altra parte la
di LS appartiene
prima inclusione è ovviamente propria perché
a :L' ma certo non a J (che al trimenti
s s
l'identi-
I _ 12
s s
sarebbe nucleare per il Teorema 7(d) del §II.3, quindi compatta e perciò LS
avrebbe dimensione finita), mentre la seconda 10 è perché l'iniezione canonica
C(K) .. Ls(K,u) appartiene a 9 ma non a .2 dal momento che non è compat-
s s
ta (ricordiamo che 6) -.u;cL C ,fi
S
per ogni s).
Mostriamo ora che "j! c
r "c:lr per O < r < 1. Se T e v
1f (E,F)
r
a11 ora
l-r
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r(~k) e t . Supponendo la
successione (~k) non negativa e non crescente, cosa che pOSSlamo sempre fare,
abbiamo (cf.§1)
a (T)
n
'"<SUIl !I l:
- xetl 'k~nE
r
--
e quindi (a (T)) e t l-r , cioé
n
T e .DI
r
1-r
e .AI c
r
JQ'
r
l-r
. Per vedere che
l'inclusione è propria basta considerare i l degli • di Hilbert, nelcaso spa Zl
quale abbiamo, da to che r > .r'/ /( 1 ~ ~ A per il Teo-r , -1-r r r
1-r 1-r
rena l(e) e il Teorema 12 del §II.7.
Infine,Al c'I}
(1 .s. p < co); basta
operatore diagonale
ma
considerare, come
D : t"' ... t 1
~
nell'Osservazione 5
1tale che (~) E ,t
n
più in basso, un
ma la successione
OMeJwaz-<-Orte 4 - Non è strano che
(an(D~)) nella (14) non appartenga a nessun t'P con p <'"
.'J} i s/ dato che 2l contiene opera-
. 2 2 2
tori non compatti. Qu.ell o che può forse sorprendere è che pure sf2 ~ 9"2' dal mo-
mento che '#2 contiene solo operatori compatti in un senso molto "forte".
Un esempi o di
gonale D~
operatore in sf2 ma non in
:..'f'U 2,t') definito da
D (n) ~ (~ n )
~ n n n
!I è fornito dall 'operatore dia-2
ave > - [n 109 (n+1 )1- 1 . Infatti abbiamo7 n -
- 71 -
e quindi
00
E
n=l kç' < 00k
D'altra parte, se fosse anche DCe'~ allora, dal momento che l'iniezione canonl-
ca J :.t1 -.. i appartiene a .02' si avrebbe DC J e '~ o ~ c·AJ (per il
Teorema 18(i) del prossimo paragrafo), cioé DC e "A, come operatore .tl -...tl ,
~~ non è difficile vedere che un operatore diagonale
l ( r.) e 0 1, 'l h è lre se e so o se s ~ l C e non vero per a
n
rata,
1 1DC e~(.t ,.t ) è nuclea-
successione (C ) conside-
n
O~~~tva~one 5 - Quest'ultima osservazione è forse la più importante. Il
Teorema 13(b) del §II.7 e il Teorema 2,relativi alla traccia, invitano a con-
frontare gli ideali ~/3 e sl1 per vedere se l'un teorema non possa
dedursi dall 'altro, Ciò non è il caso perché gl i ideal i ,iV e JY non so-2/3 1
no comparabili, come procediamo a mostrare. Intanto non è difficile far vedere
che un operatore diagonale DC e~(.t 1,.e 1) appartiene a ~ se e solo se
appartiene a ft e quindi se e solo se (C) e .t1• Basta pertanto prendere1 n
(C
n
) in .t1 ma non in i/3 per ottenere un operatore in ~ e non in .#2/3'
Inversamente, sia DC ,: lO -..;;1 l'operatore diagonale associato alla successio-
ne C
n
= [nr 10g(n+1)r3 . Poiché (C
n
) e i/3, abbiamo DC e.#2/3' D'altra
parte (ma cià è tutt' : altro che immediato), si ha
( 14) a (Dr) = kI Ckn s =n per ogni n elN ,
quindi
co
E
n=l a (D ) -n C
co
E
n=1
3 . _1
log (k+1)J '- + co
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e pertanto D ~.s:1 •
E; 1
Resta così stabilita 1 'incomparabilità degli ideali .s:1, e À'2/3' Pos-
siamo solo dire che entrambi sono propriamente contenuti in .s:12, per le Os-
servazioni 2 e 3.
8 - Teoremi di moltiplicazione
Per finire, consideriamo brevemente alcuni esempi tra i più significativi
dei cosiddetti "Teoremi di moltiplicazione", cioé delle relazioni che si ot
tengono quando si compongono due operatori appartenenti allo stesso ideale o
a ideali diversi.
basta far vedere che
. Ovviamente risulta se more
l'idempotenza di un ideale .!/
per il quale si abbia.f
e quindi per dimostrare
2
.fcJ.
ogni ideale
2
.f c J
definire ~dempotenteCominc iamo col
2J =.5
Sussiste il seguente
TEORE~1A 16 - GU deCLU ff"lf,!/r,y{, .Cf'p ,,,jo' '/r MIlO ,<'dempotent-i,
al,:tJu non lo Mno (ma .1(>,1 to è peA ceA.:U òpaz-i À).
Infatti, supponiamo per cominciare che T e ff(E,F). Allora dimT(E) < '" e
Dunquen.
o
quindi 1 'iniezn:one canonica I: T(E) + F appartiene a y(T(E),F). Denotando
operatore da E a T(E), risulta allora
.'7 c ,CY; 2 •
con T l'operatore T pensato come
o
T e§(E,T(E)) e T =
o
segue dal Teorema 14(d) del §II.7 e dal fatto che ognlL I iderrpotenza di
• •
succeSSlone ln s
.#
o
può scriversi corre il prodotto di due successioni in s men-
tre .Yf è idempotente perché entrambi gli operatori che intervengono nella fat-
torizzazione del Teorema 8(d) appartengono a.)l(' .
Per 1f/ osserviamo che T e 'If/'(E,F) M. e. M1!.amente. M. T - RS, con S e.Cf'(E,G)
e. ReY(G,F), G e.Mlendo uno òpaz~o eLi. Banaclt Jù·6leMl~vo [6J.
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Ma allora Se lI/(E,G) , R e#'(G,F) e quindi 2j{I ciJI .
L'idempotenza di X segue dal ben noto fatto che per ogni sottoinsieme
compatto A di uno spazio di Banach F può trovarsi un insieme compatto e as-
solutamente convesso B c F tale che A sia sottoinsieme compatto dello
spazio di Banach FB generato da B.
T efl1 (E,F) per la
p
jF l' isornetria cano-
Passiamo adesso ad 51' .p
( 13) abbiamo jFT ~ RS, con
• di F • Fil . Sia Inlca ln p
Usando la definizione, dato
S e..'f'(E,L P), R e..'f'(L P,F") e
l'identità di LP. Siccome, ovviamente Ip € 5[p'
abbiamo S = I S e.se . Sia poi R la restrizione di R alla chiusura S(E)p p o
in LP. Evidentemente R
o
e ..'f'(S(E),F) e esiste R e.5f(L P,F") tale che
j R = R. Denotando con I l'iniezione canonica di S(E) in LP, ne segueF o o
allora che jFR = R[ e quindi che R e..'f'. Dunque
o o o p T = RS - R So
2
e..'f'p •
Infine, per '!1 procediamo come segue. Dato T e'!1(E,F) e E > O,
(T ) c .?(E,F) una succeSSlOne di operatori tal i da averSl
n
•Sla
e
Si,scelsano allora operatori Sn e.?"(E,G
n
) e
T = R S e Il R Il = Il S Il = Il T Il ~, ove i G
nn n n n n n
ni. Sia
R e Y(G,F) tal i che
n n
sono spazi di Banach opportu-
rispettivamente l'iniezione canonicae siano J e
n
ne canonica
G .- l2(G ) = ((x) : x
n n n
G -, G • Ponendo
n
e G
n
e IKx n ) II=( nE, lixn II~ )~ < oo}
n
G + G e la proiezio-
n
S = J S
n n
e ,
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ri sulta
Inoltre S e~ç(E,G), R e<§(G,F) e finalmente, T ~ RS eC§2(E,F).
E' bene notare che gli ideali hilbertianUt(À)
certi spazi À di successioni (cioé per spazi À
sono idempotenti solo per
2tali che À = À), mentre
il fatto che i rimanenti ideali non siano iderrpotenti sarà conseguenza più
o meno ovvia dei teoremi che daremo in seguito.
Veniamo adesso ad alcuni teoremi notevoli di moltiplicazione per i quali
rinviamo il lettore a [50J (sebbene qui i risul tati siano sparsi un po' ovun-
que) .
TEOREMA 17 - (a) .#
P
osi
q - .;;1 ,r
1 1
- + - ;;;p q
1
,
r
O<p,q<oo •
(b)
o "q c ,:7 ,r
1 1
-+-:::;
P q 1<p,q<00.
oSt' cY' ,q r
1(d) ~ 1 1- + - ;;;p q < 1,r 1 < p ,q ~ 00.
(e) !J'p o :3'q c 9r
1 1 1
-+-=-,
P q r < 1, 1 < p,q ~ 00.
(f) 9 9 q c.!)
1 1 1
< 1, 1 < 00.o , -+-=- < p,qp r p q r - -
(g)
.'l' o '/' //', 1 1 1 O < < 00- -+--.=- , p,qp " q r p q r
TEORn~A' 18 - (a) ffoY' c !J'l l • 1 1 1(b ) J 0.11' = ,Ai' j u7' J < 1, 1 < < 00.e. o - - + - :::; p, q• ,p q r p q r p q r - -
(c) .fo J =;le
p p e. f o /:J' O;fp 1 < p < 00.
(d) dY' 00/ cJ,p 'p p
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1 < p < 00.
(e) O i?i' c "iO ,q r
1 1 1
-+-=-P q r < 1,
1(f) 9 op .C?J o )(.p q C 1/r e 9 op 9c 3q r'
1 1
-+-=P q < 1,r
1 < p, q < 00.
(g) ]' ovi' - g; o", =.;1<2.. 2P q r c .712 ' 1 ~ p, q, r < 2.
( i ) 0/2 c A' n.Jlf
2 1 2'
2
ma 9 2 t ~ (O < p < 2).
(1 ) ·r o iV=.YI
ma "Ii' o .f- t .1"P P (1<p<oo).
(n) ii' o 0/ - Oj>p • p , 1<p<oo.
Le dimostrazioni di quasi tutti i risultati enunciati nei due teoremi pre-
cendenti sono estremamente tecniche e pertanto qui ci limiteremo a fare solo
alcuni commenti e a dare qual cuna delle dimostrazioni meno tecniche. Riguardo
al Teorema 18, la (a), la (i) (nella forma .'ii'~ c~) e la uguaglianza nella
(m) sono tre famosi risultati di Grothendieck, ciascuno dei quali è conosciu-
to con il nome di "Teorema Fondamentale di Grothendieck" (la situazione fa un
po' pensare a Weierstrass!).
ta (Teorema 7(d) del §II.3),
zialmente dimostrata, seppur
Per vedere che si ha anche
La prima parte della (m) era già stata menziona-
mentre l' inclusione &'~ c A; era stata essen-
2
nella forma .'ii' 1 c· ~, nel Teorema l1(c) del §II.6.
2
&'2 c.c1'(', ricordando l'Osservazione 1 del § 2 ba
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sta considerare il seguente diagramma
E
T2 F
T,
Gal •
S2 l' S,!
R,/ R2
C(K2)
/2
C(K 1) . @• LJ2 J 2
Da to che
Naturalmente questo tipo di dirrostrazione implica pure la (h), mentre la
(g) può essere ottenuta nel modo seguente. In primo luogo osserviamo che i
primi tre ideali nella (g) sono contenuti in g>~ . Supponiamo poi che sia-
no dati T2 e :9'2(E,F) e T1 e 9"2(F,G) e consideriamo di nuovo il diagramma di
fattorizzazione di Clli sopra. Dato che le iniezioni canoniche J2 apparten-
gono a <~ abbiamo per la (i) J2S1TtJ2S,R2J2S2e.(I;(E,L2)=<*1(E,L2)·1Po~iamo m
~2S1T2=T. Allora, per il Teorema 3(e) del §II.2 esisteranno R e~(L ,L ),Se~(E,L )
00' 1e un operatore diagonale D~ : L + L , con (~n) e L , tali da averSl T=RD~S e quindi
R e,.1J1
(u 1 ,02) 0)(0102)( l"~ ~ =~ ~,~ uguag lan-
za profonda per la cui dimostrazione, di natura tecnica rimandiamo a [38]
(vol. I, pp. 69-70)); pertanto T,T2 e ~ o ~ . Ciò implica immediatamente
2
o ~ =012 ' per quanto detto sopra. A questo punto resta da
f d h ,,2 .,2ar ve ere c,e ."r2 C.4 2 e quindi, continuando nella dimostrazione, ripren-
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La (d) è più o meno da aspettarsi e non è troppo difficile da dimo-
strare, mentre la dimostrazione delle (b), (c) e (e) è abbastanza tecni
ca e di vasta portata. Per concludere, dimostriamo la (f). Per la (c)
del Teorema 18 abbiamo
Il o f) =Xo ,'3' o XO$' o 90,)\'=,)(0 t'ì'0X'0 i?Jo./fp q p q p q
c./fo 9' o 'f(Io ~ o Xc ,)\' o PJ>0 9'0,jffP P q
c jif o 9 oX o fj
r r r
ove abbiamo usato i Teoremi 16, 18(n) e 17(e).
9 - Problemi aperti
Terminiamo questa schematica della teoria degli operatori enumerando
alcuni problemi aperti, che possono servire da incentivo per lo studen-
te, per lo studioso e pure per il cultore della materia.
1) Il problema di restrizione
Dato un ideale J, determinare la sua componente .J(H,H), H essendo
uno spazio di Hilbert.
I teoremi enunciati nel testo forniscono la soluzione per tutti gli idea
li ivi considerati.
2) Il problema di estensione
Dato un ideale hilbertiano f, un ideale J tra spazi di Banach si chia
o
ma e.6;(;e.I1.6.(one. di ,1' se .1'(H,H) = J (H,H) per ogni spazio di Hilbert H. Per
o o
esempio, l'ideale S"{H,H) ammette una unica estensione, cioé ,V;;, Lo stes-
so è vero per Y' (= .1'(tO)), la cui unica estensione è .AI. Si noti a que-
o o
sto proposito che 11 problema della determinazione d~gli' ideal i hilbertiani
J(À) aventi una unica estensione è stato completamente risolto di recente
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Ne segue che, al didagl i autori i n [42].
ideale hilbertiano f (H ,H)
o
possiede
fuori di tali casi, un
un' i nfi ni tà (i n general e)
di estensioni diverse e si tratta di determinarne almeno alcune. Per esempio,
''-1(H,H) ha come estensioni d'1' ~ e "A~, mentre ~(H,H) ha, tra le
altre, le estensioni d'2' f (1 < p <oo),.AI (1 < p _< 00), & (1 < p <00)p - p p
questione filosofica!).
interessante, a questo proposito, determinare la
(ma è chiaro che la interpretazione del termi-.'/2
"migl iore" è una profondane
e f} (1 < p < 00). Sarebbep -
"migliore" estensione di
3) Il problema delle estensioni particolari
ideale hilbertiano
di Banach. Qui ci limiteremc ad accennare alle due
f, si
o
tra spaz if a i dea l i
o
importanti.
Tale problema è intimamente connesso con il problema precedente. Dato un
possono automaticamente formare varie estensioni
di
più
Un opera tore Te:! (E, F) appa l't i e ne a11 a e.6-te.rl-6-<-one. ~upeJÙoJte. .;rsup di f
o o
se RTSe.f(H,H) per tutti gli SeY'(H,E) e Re.:f(F,H) (come al solito,qui prendia
o -
mo lo stesso spazio di Hilbert H, di accordo con l'Osservazione del §I.3).
Un operatore T e2'(E,F) appart i ene a11 a e..6-ten~-<-oYle. -<.n. 6e.Jt-<-oJte. di
f o se esistono uno spazio di Hilbert H e operatori S eY'(E,H), T e f (H,H)o o
e Re2'(H,F) tali che T = RT S.
o
Abbiamo allora il seguente semplicissimo.
TEOREMA 19 - J sup
o
e. p;inf
o
~ alto !LÙ> pe.-t-t-<.vame.nte. la. p-w grea.Ylde. e. .e.a.
,r; .
o
Ciò significa
necessariamente
che se J è una qual unque estensione di
inf " "sup
d. C ,r C J ,come il lettore non
J o o
f, allora risulta
o
avrà alcuna diffi-
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colt~ a provare.
Dato allora un ideale hilbertiano ,1, sorge
o
determinare le sue estensioni "privilegiate" .1~uP e
il problema di
",inf E' b .
.r . ene n
o
cordare che Y' amrrette un'unica estensione, cioé .AI, e che le esten-
o o
sioni superiore e inferiore degli ideali di von Neumann Y' (1 < p < 00)p -
sono tutte determinate, benché non rientrino tra gli ideali considerati
. (. f tt' ,..,i nf 1/]n questo testo 1n a l, j = v'( Z 2)P p, , e
""sup _ 9' p
J p (p,2,2)' er dare
un'idea della difficolt~ del problema ci limitiamo a osservare che
Infatti, è chiaro che yinf c~§. Ma l'estensione inferiore è inietti-
cc
va e surgettiva ([50], p.219), mentre u} non lo è (Teoremi 13 e 14) e ciò
prova la prima inclusione propria. Le altre sono già state dimostrate eccet-
to l'ultima. Ora, se T eoy(E,F) e 5 e Y(H,E), R e.sf(F,H), allora, essen
do 5 e #V(H,E), risulta T5 e Jf(H,F) per il Teorema 18(1) e quindi
sup supRT5 e jf7(H,H) = Y(H,H), cioé T e Y . Dunque "y c Y' . D'altra
00 00 00
parte, sia Ip l'identità di
5 eff'(i2,iP), R e.2' (.tP ,i).
(risp. R ef(.tP,l) e quindi
e quindi "1/ ~I e Y' supp 00 . ~1a I d,I'P "
i P per 1 < p < 2 (risp. 2 < p < 00) e siano
Per un t'isultato di H.R. Pitt', 5 e.%(i,eP )
RI 5 e Jf (i ,i) = .'C (i ,i), cioép
y,SU P •
00
4) Il problema delle procedure
Considerata una qualsiasi delle procedure delineate al §6 si pone il
problema di determinare (se possibile più o meno "int~insecamente") il nuo-
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che le varie procedure non sono commutative. in
vo ideale da essa generato. Con questo intendiamo porre il
determinare, a partire da
,j s . Na tura l mente, da to
un dato ideale f , gl i ideal i
problema di
- d if,.f , ,f e
generale, tale problema può essere allargato a quello di determinare, per
un dato ideale f ,ideali della forma (((.f )d)i)s ecc., e da qui la
possibilità di infinite tesi tendenti ad accertare fantasmagoriche relazioni
di appartenenza o fattorizzazione. Rincarando la dose, notiamo che le quat-
tro procedure a cui abbiamo accennato nel §6 non esauriscono le procedure
conosciute, né tanto meno quelle che possono essere inventate. Dunque, ci so-
no dei problemi reali, mentre si possono inventare molti di più problemi fittiz~.
5) Il problema delle scale
I Teoremi 17 e 18 suggeriscono il cosiddetto "problema delle scale", cioé
il problema di investigare le relazioni di composizione e inclusione tra idea
l i di operatori appartenenti alla stessa scala (p.e. J ,JIf' ,& ecc.) o ap p p
scale differenti, e di stabilire se le eventuali inclusioni siano proprie o
meno. Tale problema comprende, in particolare, il "problema del prodotto",
•
cioé il problema di determinare (più
a partire da due ideal i dati J e
o meno esa ttamen te) l'i dea l e j o l1Ij
{Ij
OMeJtvaZ,{OJ1e - Per i problemi 1),2)e 5) si hanno già moltissimi risultati
che danno risposte per la maggior parte degli ideali di interesse ( non solo
per quelli qui considerati).
A nostro parere, i problemi 1) e 2) sono fondamentali. Il 3) è importante
(perché permette di controllare il 2) 'in qualche modo), ma piuttosto "sfug-
gente" e forse addirittura intrattabile in alcuni casi e ciò vale pure per
i problemi 4) e 5).
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TABELLA DEGLI IDEALI
Simbolo
.s;/
p
Definizione
operatori p-approssimabili
Fattorizzazione Componente su H
(O<p~l) T Y'E .. F P>
1=
IRS
. (O<p<=)
.e .. .e i
Dç;
operatori di rango finito
operatori approssimabili
operatori di Hilbert
operatori p-integrali
<->
<-> E
E
T
• F
S,\
F" ~
(1<p<=)
operatori compatti
= PC(K),L (K,~) .·L (K,~)
J
=,p
Y,'
(p = 1)
operatori p-fattorizzabili <---> E T •
S'\..
F
•~
I R (l<p<=)
• p-nucleari E T ~#p operatorl < > .. FlS l R
=
.e.P.t .. (l<p<=)
DI';
(c se p==) y
o p
(O<p~l)
•
T
"il operatorl fortemente nucleari < > E • Fo l .'1:l. RS
=
R.. .. s,lO
Dç;
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J
T F 00
operatori • .":/'pJ> assolutamente p-sormnant1 <-> E • F • L
p I
2
S / R ( l~p<oo)
C(K) LP(K,\l)•
J
p
T ~ 00 Y'operatori • nucleari E F Lci quasl <-> • 2P
/RS I ( l~p<oo)
00
.eP.e --+
DE; (c se p=oo)
o
operatori completamente continui
operatori debolmente compatti <--> E
T
• F
\ /
G==G"
TABELLA DELLE INCLUSIONI
l
.;V
o
l
.s;{
r
l
sf ~1 • s;f r
l l-r
y
..11 & • Cl• • -1l l
l l I
~ '~q &q il Jtq• • • q •
/ l
jI('= !L' "2= &2' g2 ,N'22 •
l l
y. ..1p JV .:V"•p • • <§p 00 •
I /
& :!i • .Jf' = !!• p
""
o < r < 1, l < q < 2, 2 < p < ""
